
Retour sur l'utilisation du s
héma RC dans l'étude du
omportement thermique d'un groupeBruno Slama, Lise Slama31 mai 2011Nous revenons i
i sur l'utilisation du s
héma RC dans l'étude du 
omportement thermique d'un groupe en intégrant tousles éléments présents dans la RT 2012. L'ensemble des formules sont établies en pré
isant les hypothèses né
essaires.Nous proposons des possibilités d'évolution notamment pour le 
ouplage des groupes et pour la Ti
.1 Rayonnement d'un groupe

Fig. 1: Température des parois
θm : température moyenne des parois lourdes
θl : température moyenne des parois légères (on appelle parois légères les baies, les 
loisons)La puissan
e rayonnée par un 
orps est égale à

P = ǫSσT 4ave

ǫ : l'émissivité
σ = 5.67 10−8W.m−2K−4

S : la surfa
e
T : la température en kelvinsEn distinguant Pm la puissan
e rayonnée par les parois lourdes et Pl la puissan
e rayonnée par les parois légères,et en prenant le même ǫ pour toutes les parois on a :

Pm = ǫAmσθ4m

Pl = ǫAlσθ
4
lAu total, on a

Ptot = ǫ(Amσθ4m +Alσθ
4
l )

1



2 Rappels d'éle
tri
ité 2La puissan
e émise se répartit sur les surfa
es lourdes et légères proportionnellement à leur surfa
e. Le bilan depuissan
e pour les murs lourds est don
 égal à :
Wm = Pm −

Am

Am +Al

Ptot

=
ǫσ

Am +Al

(

(Am +Al)Amθ4m −AmAmθ4m −AmAlθ
4
l

)

=
ǫσ

Am +Al

(

AmAl(θ
4
m − θ4l )

)On remarque que Wm = −Wl.Si θm et θlsont voisins d'une température θ0, on peut é
rire :
Wm =

ǫσAlAm

Al +Am

θ40

(

(

1 +
θm − θ0

θ0

)4

−

(

1 +
θl − θ0
θ0

)4
)En supposant que θm−θ0

θ0
est pro
he de 0 et en utilisant le fait que (1 + x)4 ≃ 1 + 4x lorsque x est pro
he de 0, ona :
Wn =

ǫσAlAm

Al +Am

θ40

((

1 + 4
θm − θ0

θ0

)

−

(

1 + 4
θl − θ0
θ0

))

=
ǫσAlAm

Al +Am

θ40

(

4
θm − θl

θ0

)

= 4
ǫσAlAm

Al +Am

θ30(θm − θl)Ave
 hri =
4ǫσAlθ

3
0

Al+Am
,on obtient :

Wm = hri(θm − θl)AmAppli
ation numériqueEn appelant Agroupe la surfa
e du lo
al, on suppose que
{

Am = 2.5Agroupe

Am +Al = 4.5AgroupeOn a alors Al

Al+Am
= 2

4.5 . Ave
 θ0 = 293K,
hri = 4 ∗ 5.6703.10−82933 ∗ 2/4.5ǫ

= 6.12ǫAve
 ǫ = 0.9, on retrouve bien la valeur utilisée dans la RT2012 : hri = 5.5.Remarques :� La valeur est très sensible à la part de parois lourdes ; par exemple si Am = 3.5Agroupe, hri est divisé par 2.� La valeur est dire
tement sensible à l'émissivité.� Le résultat n'est valable qu'autour de 20°C.� Pour tenir 
ompte de l'augmentation de surfa
e due au 
ara
tère non plan des parois, on utilise hrs = 1.2hri.2 Rappels d'éle
tri
itéSoit un 
ir
uit représenté par le s
héma suivant où A, B, C sont des potentiels et RAB , RAC , RBC des résistan
es.



2 Rappels d'éle
tri
ité 3

Fig. 2: S
héma en triangle

Fig. 3: S
héma en étoileLe théorème de Kennelly montre que les 
ourants entrant en A, B et C du s
héma 2 sont identiques à 
eux entranten A, B et C du s
héma 3 lorsqu'il s'agit des mêmes potentiels et que les résistan
es RA, RB, RC sont dé�nies par
RA =

RABRAC

RAB +RAC +RBC

RB =
RABRBC

RAB +RAC +RBC

RC =
RACRBC

RAB +RAC +RBCLe potentiel G véri�ant par hypothèse
G−A

RA

+
G−B

RB

+
G− C

RC

= 0on a
G =

A
RA

+ B
RB

+ C
RC

1
RA

+ 1
RB

+ 1
RC



3 Equilibre des températures dans un groupe 4

Fig. 4: Equilibre des températures3 Equilibre des températures dans un groupeLe groupe est modélisé dans la �gure 4 où θm est la température de surfa
e des parois lourdes, θl la températuredes parois légères (in
luant les baies) et θi la température de l'air intérieur.En appelant hci =2.5 le 
oe�
ient d'é
hange intérieur 
onve
tif dans le lo
al, on met ainsi en éviden
e troisé
hanges :
θi → θn : hci.Am(θi − θm) = Him(θi − θm),

θi → θl : hci.Al(θi − θl) = Hil(θi − θl),

θl → θn : hrs.Am(θl − θm) = Hlm(θl − θm),les é
hanges ré
iproques ayant des valeurs opposées.Ces é
hanges s'expriment 
omme des �ux éle
triques où les températures jouent le r�le du potentiel et où lesrésistan
es sont Rim = 1
Him

, Ril =
1

Hil
et Rlm = 1

Hlm
. Ces é
hanges peuvent être représentés par le formalisme des

é
hanges éle
triques :La transformation triangle/étoile nous permet de représenter 
e �ux de manière équivalente en introduisant latempérature θs,température � star � du groupe.
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En posant
Σ = Ril +Rim +Rlm

=
1

Alhci

+
1

Amhci

+
Al +Am

Al.Am

∗

1

hrs

=
Al +Am

Al.Am

.

(

1

hci

+
1

hrs

)et his = hci + hrs, on a :
Ris =

Ril.Rim

Σ

=
1

Al.hci
. 1
Am.hci

Al+Am

Al.Am
.
(

1
hci

+ 1
hrs

)

=
1

Al +Am

.
1

hci

hci+hrs

hrs

=
1

Al +Am

.
hrs

hci.(hci + hrs)

=
1

Al + Am

.
his − hci

hci.(hci + hrs)

=
1

Al + Am

.

(

1

hci

−

1

his

)

Rls =
Ril.Rlm

Σ

=
1

Alhci
.Al+Am

Al.Am
. 1
hrs

Al+Am

Al.Am
.
(

1
hci

+ 1
hrs

)

=
1

Al

.
1

hcihrs

hrs+hci

hrs.hci

=
1

Alhis
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Rms =

Rim.Rlm

Σ

=
1

Amhci
.Al+Am

AlAm
. 1
hrs

Al+Am

Al.Am
.
(

1
hci

+ 1
hrs

)

=
1

Am

.
1

hcihrs

hrs+hci

hcihrs

=
1

Amhis

θs =

θi
Ris

+ θl
Rls

+ θm
Rms

1
Ris

+ 1
Rls

+ 1
Rms

=
θi.(Al +Am)hcihis

hrs
+ θlAlhis + θmAmhis

(Al +Am)hcihis

hrs
+Alhis +Amhis

=
θi.(Al +Am)hci + (θlAl + θmAm)hrs

(Al +Am)hci + (Al +Am)hrsOn pose θrm = Alθl+Amθm
Al+Am

, température radiante moyenne, la moyenne pondérée des températures θl et θm. On aalors Alθl +Amθm = (Al +Am) θrm. Et :
θs =

θi(Al +Am)hci + (Al +Am) θrmhrs

(Al +Am)hci + (Al +Am)hrs

=
θihci + θrmhrs

hci + hrs

θs est la moyenne de la température intérieure et de la température radiante moyenne pondérée par les 
oe�
ientsd'é
hange 
onve
tifs et radiatifs.4 Température et �ux dans un groupeLes températures θi,θl et θm dépendent de températures et des �ux de 
haleur qui sont présentés globalement i
iet détaillés ensuite.
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On 
onsidère les températures :
θeieq : de l'air pénétrant
θext,m : de l'air à l'extérieur en 
onta
t ave
 les parois lourdes
θext,l : de l'air à l'extérieur en 
onta
t ave
 les parois légèreset les �ux φi,int, φl,int et φm,int internes aux groupes.On 
onsidère que l'air intérieur et les parois légères n'ont pas de masse et que l'évolution thermique du bâtiment estin�uen
ée par une partie de la masse des parois lourdes de 
apa
ité thermique Cm. On peut don
 é
rire qu'aux n÷uds
θi et θl la somme des �ux de 
haleur est nulle et qu'au n÷ud θm la somme des �ux de 
haleur est égale à Cm

dθm
dt

. Le
hoix de Cm est une question 
lé. Le 
hoix naturel que l'on fait est de prendre pour Cm l'inertie quotidienne dé�niedans les règles Th-I (la question est dis
utée plus loin).La température θeieq est la température de l'air pénétrant dans le groupe. En 
onsidérant qu'il pénètre une masse
meieq de 
apa
ité 
alori�que Ceieq le �ux de 
haleur est égal à :

meieqCeieq (θeieq − θi)Les températures θext,m et θext,l sont les températures moyennes extérieures adja
entes aux parois lourdes et auxparois légères.Le groupe ainsi enri
hi peut être modélisé dans le même formalisme par le s
héma :
Ave


Rei =
1

meieqCeieq

Rel : résistan
e des parois légères entre l'air extérieur et l'intérieur des parois légères
Rem : résistan
e des parois lourdes entre l'air extérieur et l'intérieur des parois lourdesOn a le s
héma équivalent
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Nous voulons trouver un s
héma équivalent sans le pointθl.Nous voyons qu'ave
 les hypothèses que nous avonsfaites :










θi−θeieq
Rei

+ θi−θs
Ris

= φi,int
θl−θext,l

Rel
+ θl−θs

Rls
= φi,int

θm−θext,m

Rem
+ θm−θs

Rms
= φm,int + Cm

dθm
dtNous savons aussi que par dé�nition :

θi − θs
Ris

+
θl − θs
Rls

+
θm − θs
Rms

= 0Cela permet théoriquement d'éliminer θl dans le système et d'é
rire les équations uniquement entre θi, θm et θs.C'est 
e que nous allons faire dans la suite.On 
her
he à rempla
er la bran
he θext,l, θl, θs par une bran
he θext,l, θs 
orrespondant au s
hémade façon à 
e que tous les autres �ux soient 
onservés. Pour 
ela, on doit avoir
θl − θs
Rls

=
θext,l − θs
Rel +Rls

+ φs,intOn sait que
θl − θs
Rls

=
θext,l − θl

Rel

+ φl,intD'où :
(θl − θs)Rel = (θext,l − θl)Rls + φl,intRlsRel

(θl − θs) (Rel +Rls) = ((θext,l − θl) + (θl − θs))Rls + φl,intRlsRel

θl − θs
Rls

=
θext,l − θs
Rel +Rls

+
Rel

Rel +Rls

φl,intOn a bien trouvé
φs,int =

Rel

Rel +Rls

.φl,intOn remarque que 1
Rel+Rls

que l'on note Hges est le fa
teur de transmission globale pour les parois légères. Comme
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Fig. 5: S
héma du modèle RCon a également Rls =
1

Al.his
:

φs,int =
(Rel +Rls)−Rls

Rel +Rls

.φl,int

=

(

1−
Rls

Rel +Rls

)

.φl,int

=

(

1−
Hges

Al.his

)

.φl,intS
héma globalEn notant Res =
1

Hges
, la modélisation du groupe prend la forme dé
rite �gure 5 :Pour trouver le s
héma RC 
lassique, il reste à ajouter les �ux solaires et à détailler les �ux internes.



5 Flux solaires 105 Flux solairesOn distingue les �ux solaires proprement dits ave
 des parts dire
te, di�use et ré�é
hie, du rayonnement froid versla voûte 
éleste.5.1 Cas des parois lourdesDans 
e 
as, tous les �ux interviennent ensemble et l'on 
onsidère I∗sr la somme de tous les �ux. Le �ux résultantest 
lassiquement :
φsh = I∗srαp

HTh

heave

HTh : Coe�
ient de transmission thermique global
αp : Coe�
ient d'absorption.Mais dans notre modèle, le �ux est appliqué au n÷ud θm et l'on doit utiliser

φsh,m = I∗srαp

Hem

he

= φsh

Hem

HThNous allons modi�er la représentation pour que 
e �ux soit 
réé par une température extérieure θem.
équivalent àPour 
ela il faut avoir :

(θem − θm).Hem = (θext,n − θm).Hem + φsh,m

θem − θm = θext,n − θm +
φsh,m

Hem

θem = θext,m + φsh.
1

HTh

θem = θext,m + φsh.

(

1

Hem

+
1

Hms

)5.2 Cas des baiesDans le 
as des baies, on doit traiter di�érents types de �ux. Le �ux solaire (dire
t, di�us et ré�é
hi) fournit les
omposantes
Fs,1 : �ux de 
ourte longueur d'onde.On 
onsidère que 10% de 
e �ux est transmis à l'air (via le mobilier) et que le reste est transmis aux parois lourdeset aux parois légères (hors baies) proportionnellement à leur surfa
e.
Fs,2 : �ux de grandes longueurs d'onde similaire à φsh et transmis aux baies
Fs,3 : �ux existant lorsqu'une prote
tion intérieure est présente et qui est transmis à l'air.
Ftvc : Le �ux 
réé par le rayonnement vers la voûte 
éleste (�ux de même nature que Fs2).Les �ux transmis aux parois légères posent un problème spé
i�que. En e�et, pourFs,1et Fs,2les �ux ne sont pashomogènes sur l'ensemble des parois légères et 
e qui a été vu pré
édemment doit être a�né. La bran
he portant θspeut être représentée de la façon suivante :

ave
 :
θl,i : température moyenne des parois légères intérieures,
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θl,b : température moyenne des baies,
φl,i : �ux reçu par les parois légères intérieures (�ux provenant de Fs,1),
φl,b : �ux reçu par les baies (�ux provenant de Fs,2).En appelant Abl'aire des baies on a :

φl,i =
Al −Ab

Al +Am

0.9Fs1

φl,b = (Fse + Ftvc)
Hel

HgesDans la dernière formule, le 
orre
tif vient de 
e que Fse et Ftvc sont 
al
ulés en tenant 
ompte de la résistan
esuper�
ielle 
onve
tive et radiative. Hges est bien la 
ondu
tion des baies puisque les autres parois sont intérieures.En prenant θes = θext,b +
φl,b

Hel
= θext,b +

Fs2+Ftvc

Hges
, le s
héma peut se simpli�er en

puis en :
Ave
 les �ux solaires, le s
héma RC se représente don
 par

Ave
 :
φi = φi,int + Fs3 + 0.1 ∗ Fs1,
φs = φs,int +

Al−Ab

Al+Am−Ab
∗ 0.9 ∗ Fs1 =

(

1−
Hges

Al∗his

)

φl,int +
Al−Ab

Al+Am−Ab
∗ 0.9 ∗ Fs1,

φm = φm,int +
Am

Al+Am−Ab
∗ 0.9 ∗ Fs1.Il reste à détailler la nature des �ux internes et leur répartition.



6 Flux internes et bilan 126 Flux internes et bilanDans les �ux internes, on distingue les apports � naturels � du �ux produit par le système de 
hau�age ou derefroidissement. Tous 
es apports doivent être séparés en une part radiative et une part 
onve
tive.Apports � naturels �Apports internes : φint = φint_conv + φint_rad,Apports o

upants : φint_occ = φint_occ_conv + φint_occ_rad,Pertes ré
upérables : φrecup = φrecup_conv + φrecup_rad,É
lairage : Fecl = Fecl_conv + Fecl_rad.Dans les 
al
uls, il faudra pour 
haque type d'apport dé�nir la part 
onve
tive et la part radiative.Apport du systèmeApport système : φsys = φsys_conv + φsys_rad.La répartition dépend du type d'émetteur.Ré
apitulatifOn a vu que les apports radiatifs se répartissent entre les parois légères et les parois lourdes selon leur surfa
e :
φrad_m = φrad

Am

Am +Al

φrad_l = φrad

Al

Am +AlOn a aussi vu que
φrad_s = φrad_l ∗

(

1−
Hges

Al ∗ his

)

= φrad ∗

Al −
Hges

his

Al +AmOn pose en utilisant les notations de la RT2012 :
Atgroupe = Al +Am

frm =
Am

Am +Al

=
Am

Atgroupe

frs =
Al −

Hges

his

Al +Am

=
Atgroupe −Am −

Hges

his

AtgroupeAve
 
es notations :
φi,int = φint_conv + φint_occ_conv + φrecup_conv + Fecl_conv

φs,int = frs
(

φint_rad + φint_occ_rad + φrecup_rad + Fecl_rad

)

φm,int = frm
(

φint_rad + φint_occ_rad + φrecup_rad + Fecl_rad

)BilanOn peut maintenant exprimer la totalité des �ux. On pose ave
 aussi les notations de la RT2012 :
fsa = 0.1

frsd =
Al −Ab

Al +Am −Ab

=
Atgroupe −Am −Ab

Atgroupe −Ab

frmd =
Am

Al +Am −Ab

=
Am

Atgroupe −AbAve
 
es notations, puisque les �ux du système se répartissent 
omme les autres �ux internes, on a :
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φi = fsa ∗ Fs1 + Fs3 + φi,int + φsys_conv

φs = frsd(1− fsa)Fs1 + φs,int + frs ∗ φsys_rad

φm = frmd(1− fsa)Fs1 + φm,int + frm ∗ φsys_rad7 TempératuresDans le modèle, la température θs est utilisée et θl ne l'est pas. Il et don
 né
essaire d'exprimer toutes les tempé-ratures en fon
tion de θi, θm et θs. On sait que θs =
hciθi+hrsθrm

hci+hrs
d'où :

hrsθrm = (hci + hrs)θs − hciθi

θrm =
hci + hrs

hrs

θs −
hci

hrs

θiEn posant ptrm = hci+hrs

hrs
= 1 + hci

hrs
on a :

θrm = ptrmθs + (1− ptrm)θiOn sait que θop = 0.5(θrm + θi) et θop = 0.5ptrmθs + (1− 0.5ptrm)θi. On pose ptop = 0.5ptrm = 0.5
(

1 + hci

hrs

). Onobtient
θop = ptopθs + (1− ptop)θiDans la RT2012, la température obtenue par les sondes de température est la moyenne entre θrm et θi. Cettetempérature est don
 égale à θop.8 ReprésentationsLes températures et les di�érents �ux entrants peuvent être représentés de la façon suivante :

Les températures in
luant les températures virtuelles peuvent être représentées de la façon suivante :
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9 Mise en équation 159 Mise en équationOn é
rit l'équilibre des �ux aux n÷uds θi, θs et θm :










Hgei(θi − θeieq) +Hgis(θi − θs) = φi

Hges(θs − θi) +Hgis(θs − θi) +Hgms(θs − θm) = φs

Cm
dθm
dt

+Hgem(θm − θem) +Hgms(θm − θs) = φmLa résolution ne pose de di�
ulté théorique puisque l'on a obtenu une équation di�érentielle du premier ordre 
ombinéeave
 un système linéaire. Nous allons pouvoir réaliser une résolution littérale en interprétant les résultats.Nous introduisons en liaison ave
 le modèle RC de nouvelles notations :

On note
R1 = Rei +Ris et U1 = 1

R1

U2 = U1 +Hges et R2 = 1
U2

R3 = R2 +Rms et U3 = 1
R3On voit sur le s
héma les 
ombinaisons de résistan
es, en série ou en parallèle, donnant R1, R2 et R3.On utilisera aussi les rapports

ρi,s =
Rei

R1
= U1

Hgei
part des �ux en θei a�e
tant θs,

ρs,m = R2

R3
= U3

U2
part des �ux en θs a�e
tant θm.Expression de θi en fon
tion de θsAve
 la première équation on obtient

θi =
Hgeiθeieq +Hgisθs + φi

Hgei +HgisEn voyant Hgeiθeieq et Hgisθs 
omme des �ux, on voit que θi est la somme des �ux atteignant θi divisée par lasomme des 
ondu
tan
es 
onne
tées à θi.On pose φi,tot = Hgeiθeieq + φi. On a alors
θi =

Hgisθs + φi,tot

Hgei +HgisExpression de θs en fon
tion de θmAve
 la deuxième équation on obtient :
(Hges +Hgis +Hgms)θs = Hgisθi +Hgesθes +Hgmsθm + φsD'où

(

Hges +Hgis +Hgms −
H2

gis

Hgei +Hgis

)

θs =
Hgisφi,tot

Hgei +Hgis

+Hgesθes +Hgmsθm + φs



9 Mise en équation 16Or
Hgis −

H2
gis

Hgei +Hgis

=
Hgei.Hgis

Hgei +Hgis

=
1

1
Hgis

+ 1
Hgei

=
1

R1
= U1D'où

θs =
Hgmsθm + φs +Hgesθes +

U1

Hgei
φi,tot

Hges +Hgms + U1On pose
φs,tot = φs +Hgesθes +

U1

Hgei

φi,totOn a alors
θs =

Hgmsθm + φs,tot

Hges +Hgms + U1
=

Hgmsθm + φs,tot

Hgms + U2

θs apparaît ainsi 
omme la somme des �ux atteignant θs divisée par la somme des 
ondu
tan
es 
onne
tées à θs.Équation en θmOn utilise maintenant la troisième équation du système qui donne
Cm

dθm
dt

+ (Hgem +Hgms)θm = φm +Hgemθem +HgmsθsEn remplaçant θs par sa valeur en fon
tion de θm on a
Cm

dθm
dt

+

(

Hgem +Hgms −
H2

gms

Hgms + U2

)

θm = φm +Hgemθem +
Hgmsφs,tot

Hgms + U2Comme
Hgms −

H2
gms

Hgms + U2
=

HgmsU2

Hgms + U2
=

1
1
U2

+ 1
Hgms

= U3En posant
φm,tot = φm +Hgemθem +

Hgmsφs,tot

U2 +Hgms

= φm +Hgemθem +
U3

U2
φs,tot

= φm +Hgemθem + ρs,mφs,totl'équation devient
Cm

dθm
dt

+ (Hgem + U3)θm = φm,totLe problème se ramène maintenant à une équation di�érentielle en θm. À partir de la solution en θm nous pouvonsdéduire la valeur de θs puis de θi..Remarques :� Dans l'équation di�érentielle Cm est é
rit en J/(m2.K). Pour utiliser la valeur Cm,q (
apa
ité thermique quoti-dienne) donnée par les règles Th-I et exprimée en kJ/(m2.K), on doit prendre Cm = 1000 ∗ Cm,q.� En utilisant l'heure 
omme unité de temps et l'inertie des règles Th-I, l'équation s'é
rit
Cm

3.6

dθm
dt

+ (Hgem + U3)θm = φm,tot� La forme développée de φm,tot s'é
rit
φm,tot = φm +Hgemθem +

U3

U2

(

φs +Hgesθes +
U1

Hgei

(Hgeiθeieq + φi)

)



10 Résolution de l'équation di�érentielle 1710 Résolution de l'équation di�érentielleNous allons résoudre l'équation de façon exa
te et après avoir rappelé 
e qu'est le s
héma de Crank-Ni
olson nousdonnerons une solution appro
hée.Résolution dire
teNous voulons e�e
tuer un 
al
ul entre le temps t-1 et le temps t de la simulation. Cela revient à résoudre l'équationdi�érentielle entre 0 et 1 en prenant 
omme 
ondition initiale θm(0) = θt−1
m . L'équation étant une équation di�érentielledu premier ordre à 
oe�
ients 
onstants, elle a une solution de la forme :

θm(t) = C.e
−

Hgem+U3
Cm
3.6

t

+
φm,tot

Hgem + U3où C est une 
onstante à déterminer. De θm(0) = θt−1
m on déduit que C = θt−1

m −
φm,tot

Hgem+U3
.On trouve θtm en utilisant θtm = θm(1) :

θtm =

(

θt−1
m −

φm,tot

Hgem + U3

)

∗ e
−

Hgem+U3
Cm
3.6 +

φm,tot

Hgem + U3

θtm = θt−1
m ∗ e

−
Hgem+U3

Cm
3.6 +

φm,tot

Hgem + U3

(

1− e
−

Hgem+U3
Cm
3.6

)S
héma de Crank-Ni
olsonNous détaillons le s
héma dans le 
as de la résolution entre 0 et 1 d'une équation di�érentielle de type a.y′ = −b.y+cde 
ondition initiale y(0) = y0. Le problème exa
t a pour solution :
y(t) =

(

y0 −
c

b

)

e−
b
a
t +

c

bet :
y(1) =

(

y0 −
c

b

)

e−
b
a +

c

bLe développement au se
ond ordre de la solution exa
te s'é
rit :
y(1) ≃

(

y0 −
c

b

)

(

1−
b

a
+

1

2

b2

a2

)

+
c

b

≃ y0

(

1−
b

a
+

1

2

b2

a2

)

+

(

c

a
−

1

2

cb

a2

)La méthode de Crank-Ni
olson 
onsiste à linéariser le problème en prenant y′ = y(1)−y(0)
1−0 et y = y(1)+y(0)

2 . Le problèmes'é
rit alors :
a (y(1)− y(0)) = −b

y(1) + y(0)

2
+ c

(a+ 0.5b).y(1) = (a− 0.5b).y(0) + c

y(1) =
(a− 0.5b).y(0) + c

(a+ 0.5b)
=

(1− 0.5 b
a
).y(0) + c

a

(1 + 0.5 b
a
)Pour 
omparer le résultat à la solution exa
te on é
rit le développement au se
ond ordre :

y(1) ≃

[

(1− 0.5
b

a
).y(0) +

c

a

]

×

[

1− 0.5
b

a
+ 0.25

b2

a2

]

≃ y(0)

(

1−
b

a
+ 0.5

b2

a2

)

+
c

a
− 0.5

bc

a2On voit que l'on trouve le même développement au se
ond ordre que pour la solution exa
te. Lorsque b
a
est � petit �,la méthode de Crank-Ni
olson donne don
 une très bonne approximation.
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héma de Crank-Ni
olsonDans notre problème a = Cm

3.6 , b = Hgem + U3, c = φm,tot et y(0) = θt−1
m et lorsque l'on applique la méthodeCrank-Ni
olson on trouve :

θtm =
θt−1
m

(

Cm

3.6 − 0.5(U3 +Hgem) + φm,tot

)

Cm

3.6 + 0.5(U3 +Hgem)On note également que b
a

=
Hgem+U3

Cm
3.6

. (C'est le rapport entre la 
ondu
tan
e totale au n÷ud de masse et l'iner-tie). Cette valeur est généralement su�samment petite pour que l'utilisation du s
héma de Crank-Ni
olson soit valide.11 Résumé et propositions11.1 Hypothèses de la méthodeNous avons pu établir l'ensemble des équations du modèle RC et pour 
ela nous avons formulé quelques hypothèses.Le 
oe�
ient d'é
hanges radiatif 
orrigé : hrsPour établir la valeur de hri puis de hrs, on doit supposer que :� l'émissivité des parois est de 0.9 ;� le rapport de la surfa
e des parois lourdes à la surfa
e des parois légères vaut 2.5/2 ;� la radiation se fait ave
 un supplément de surfa
e de 20%.Développement du modèleLe modèle au départ est basé sur trois n÷uds : l'air, les parois légères et les parois lourdes. Les trois n÷uds ontentre eux des é
hanges 
onve
tifs et radiatifs. Les parois lourdes sont les seules à posséder une inertie thermique.Ce modèle est tranformé selon l'équivalen
e triangle/étoile en un modèle où le n÷ud � star � rempla
e le n÷uddes parois légères.La prise en 
ompte des �ux solaires impose, en fait, la di�éren
iation des baies et des autres parois légères. Lemodèle de départ a alors quatre n÷uds et pour réaliser la rédu
tion on doit négliger le rayonnement entre lesbaies et les autres parois légères.Inertie thermiqueSa prise en 
ompte se fait en attribuant aux parois lourdes une 
apa
ité thermique Cm dé�nie à partir de la normeISO 13780. L'utilisation de 
ette norme est valide lorsque les parois sont soumises à des températures et à des �ux de
haleur périodiques et harmoniques.La norme pré
ise que la méthode s'applique pour les 
al
uls de 
onsommation.Résolution de l'équation di�érentielleLa résolution de l'équation di�érentielle se fait en utilisant un modèle de Crank-Ni
olson. La solution obtenue a lemême développement limité au se
ond ordre que la solution exa
te et elle donne une très bonne approximation lorsquele rapport �ux/
apa
ité thermique est petit.11.2 Possibilités o�ertes par le modèleLe modèle permet la prise en 
ompte des éléments intervenant dans une simulation thermique dynamique à l'ex-
lusion du 
ouplage de groupes par les parois. La RT2012 exploite très largement 
es possibilités.Flux 
onve
tifs et radiatifsLes �ux internes et les émissions des systèmes sont dé
omposés en une part 
onve
tive et une part radiative répartiesentre les parois lourdes et les parois légères.



11 Résumé et propositions 19Flux solairesSelon les normes a
tuelles, les �ux solaires doivent être dé
omposés entre Fs1 (
ourtes longueurs d'ondes), Fs2(grandes longueurs d'ondes) et Fs3 (par é
hau�ement de la lame d'air ventilée jouxtant la prote
tion mobile inté-rieure). Le modèle permet 
ette di�éren
iation que les baies soient ou non munies de prote
tions mobiles. Il intègre lerayonnement froid vers la voûte 
éleste.É
lairage et �ux lumineuxLa prise en 
ompte au pas horaire des �ux lumineux permet le 
ouplage ave
 un modèle d'é
lairage. Les 
onsom-mations d'é
lairage 
réent un �ux de 
haleur qui est réparti aux di�érents n÷uds.VentilationLe modèle permet une prise en 
ompte des in�ltrations et du pré-traitement de l'air. Il permet aussi la prise en
ompte d'une surventilation par ouverture des fenêtres. Il est également possible de prendre en 
ompte des é
hangesaérauliques entre di�érents groupes ave
 un pas de temps de dé
alage.Pertes ré
upérablesAprès 
al
ul des systèmes, la prise en 
ompte des pertes ré
upérables des systèmes, ave
 di�éren
iation de la part
onve
tive et de la part radiative, est possible ave
 là aussi un pas de temps de dé
alage.11.3 Représentation des parois. Comparaison à un autre modèleLes parois lourdes et légères peuvent être représentées en RT2012 ave
 les s
hémas suivants :

Dans 
e modèle, les 
apa
ités Cm et Cms sont déterminées selon la norme ISO 13780 pour les �ux périodiquesjournaliers pour Cm et de période 12 jours pour Cms. Cette représentation permet de prendre en 
ompte :� la température de surfa
e θm dans le 
al
ul des rayonnements ;� le temps de réponse.Ce modèle peut être 
omparé à un autre modèle 
lassique utilisé par exemple par le logi
iel Pléiades :
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Dans 
e modèle, 
haque 
ou
he est porteuse de sa 
apa
ité thermique naturelle :m× c. (produit de la masse de la
ou
he par sa 
apa
ité thermique).Le dé
oupage est un peu plus �n mais en 
ontrepartie :� la méthode n'est pas 
onforme à la norme ISO 13780 et la 
apa
ité m× c des 
ou
hes surestime l'absorption de
haleur ;� on ne dispose pas de la température de surfa
e et l'on ne sait pas à l'intérieur du lo
al distinguer les é
hangesradiatifs des é
hanges 
onve
tifs ;� la multipli
ation des 
ou
hes implique une multipli
ation des équations 
e qui peut amener à des simpli�
ationsde 
al
ul dont on perd le sens physique.La méthode utilisée par la RT2012 semble don
 préférable et une amélioration de la méthode s'appuyant sur undé
oupage de la paroi en 
ou
hes devrait appliquer pour 
ha
une d'elles les prin
ipes développés dans la norme ISO13780.11.4 Granularité du modèleGroupeLa des
ription du bâtiment se fait groupe par groupe. Mais la méthode n'impose pas une � taille � au groupe. Pourune étude détaillée en températures, le dé
oupage en groupes peut 
orrespondre au dé
oupage en lo
aux. La méthodeRC est don
 sur 
e point totalement souple.ParoisLe modèle RC utilise un seul n÷ud pour l'ensemble des parois lourdes et un seul n÷ud pour l'ensemble des paroislégères. D'autres méthodes 
omme 
elles utilisées par les logi
iels TRNSys ou Pléiades utilisent un n÷ud par paroi.À 
ondition de ne pas vouloir di�éren
ier les rayonnements radiatifs entre parois lourdes d'une part et entre paroislégères d'autres part, la prise en 
ompte de 
haque paroi n'entraînerait pas un bouleversement du modèle. L'équationen θm serait rempla
ée par n équations indépendantes en θm,i, i = 1, ˙. . ., n pour les n parois lourdes. L'impa
t de lamodi�
ation sur les résultats serait modéré. En e�et :� la somme des �ux provenant des parois ne serait pas modi�ée� la part la plus importante des phénomènes se passe à l'intérieur du groupe ; les �ux provenant des parois exté-rieures jouent rarement le premier r�le.11.5 Couplage des groupesLa méthode ne tient pas 
ompte des é
hanges entre groupes par les parois. Elle ne tient 
ompte que des é
hangespar transfert d'air. C'est là l'un des rares manques par rapport à d'autres méthodes.La prise en 
ompte de 
es é
hanges est 
ependant possible en 
onservant les prin
ipes de la méthode RC. L'utilisa-tion du s
héma Crank-Ni
olson fournit des relations linéaires qui vont permettre de 
onserver une relative simpli
ité.Prenons un exemple dans lequel deux groupes ont un mur lourd en 
ommun.
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Tout 
e qui 
on
erne le premier groupe (respe
tivement le deuxième groupe) va prendre un indi
e 1 (resp. un indi
e2). La paroi 
ommune a une 
ondu
tivité Hgem1,2 = Hgem2,1.Dans un premier temps, on résout séparément les deux problèmes et l'on obtient θt,0m1
et θt,0m2

. On pose :
a1 =

Hgem1,2
Cm1
3.6

+0.5(U3,1+Hgem,1)
et a2 =

Hgem2,1
Cm2
3.6

+0.5(U3,2+Hgem,2)Les températures θtm1 et θtm2 sont solutions du système
{

θtm,1 = θt,0m,1 + a1(θ
t
m,2 − θtm,1)

θtm,2 = θt,0m,2 + a2(θ
t
m,1 − θtm,2)qui peut s'é
rire

{

(1 + a1) ∗ θ
t
m,1 − a1θ

t
m,2 = θt,0m,1

−a2θ
t
m,2 + (1 + a2)θ

t
m,2 = θt,0m,2Le problème a été ramené à la résolution d'un système de deux équations à deux in
onnues. Ce problème va êtrerésolu 
inq fois :� sans puissan
e supplémentaire,� ave
 une puissan
e 
onve
tive, puis radiative de 10×Agr,1 dans le groupe 1,� ave
 une puissan
e 
onve
tive, puis radiative de 10×Agr,2 dans le groupe 2.En utilisant les apports 
onve
tifs et radiatifs des émetteurs �
tifs des groupes, on obtient un système linéaire entreles températures des groupes et les puissan
es fournies par les émetteurs équivalents des deux groupes. Détaillons 
e
al
ul. On pose

τ1 : la part 
onve
tive de l'émetteur équivalent du groupe 1
τ2 : la part 
onve
tive de l'émetteur équivalent du groupe 2.On appelle :� (θ̃1(0, 0), θ̃2(0, 0))� (θ̃1,1(10, 0), θ̃1,2(10, 0))(θ̃1,1(0, 10), θ̃1,2(0, 10))� (θ̃2,1(10, 0), θ̃2,2(10, 0))(θ̃2,1(0, 10), θ̃2,2(0, 10))les températures ressenties par les sondes pour les 
inq problèmes posés.Appelons θ1(P1,P2) et θ2(P1, P2) les fon
tions donnant θs1 et θs2 en fon
tion des puissan
es apportées par lesémetteurs équivalents des deux groupes.On sait que :

θ1(0, 0) = θ̃1(0, 0)

θ2(0, 0) = θ̃2(0, 0)

θ1(10×Agr1, 0) = τ1θ̃1,1(10, 0) +
(

1− τ1θ̃1,1(0, 10)
)

θ2(10×Agr1, 0) = τ1θ̃2,1(10, 0) +
(

1− τ1θ̃2,1(0, 10)
)

θ1(0, 10×Agr2) = τ2θ̃1,2(0, 10) +
(

1− τ1θ̃1,2(0, 10)
)

θ1(0, 10×Agr2) = τ2θ̃2,2(0, 10) +
(

1− τ1θ̃2,2(0, 10)
)



11 Résumé et propositions 22En utilisant la linéarité, on en déduit que :
θ1(P1,P2) = θ1(0, 0) +

p1
10Agr1

(θ1(10×Agr1, 0)− θ1(0, 0)) +
P2

10Agr2
(θ1(0, 10× Agr2)− θ1(0, 0))

θ2(P1,P2) = θ2(0, 0) +
p1

10Agr1
(θ2(10×Agr1, 0)− θ2(0, 0)) +

P2

10Agr2
(θ2(0, 10× Agr2)− θ2(0, 0))A partir des températures de 
onsigne des deux groupes, on 
al
ule P1 et P2 en résolvant un système linéaire dedeux équations à deux in
onnues. Au total, nous avons dû résoudre six systèmes de deux équations à deux in
onnues.La méthode peut se généraliser pour n groupes. On devra alors résoudre 2 × (n + 1) systèmes de n équations à nin
onnues.Le problème pourrait se généraliser totalement en prenant 
omme in
onnue la température de 
haque paroi lourde.11.6 Cal
ul de Ti
Dans le 
al
ul de Ti
, on simule une période de 
ani
ule suivant une période � moyenne �. Le modèle basé sur la
apa
ité Cm ne s'applique pas parfaitement puisque par dé�nition le phénomène n'est pas 
omplètement périodique.Pour en tenir 
ompte, la méthode a
tuelle� 
onsidère une longue période de 
ani
ule (26 ou 28 jours pour la RT 2012) ;� ajuste la valeur obtenue en appliquant un 
orre
tif de température DTI.L'in
onvénient de 
ette méthode est que le 
orre
tif n'est pas 
al
ulé au pas horaire et n'est don
 pas homogène ave
le reste de la méthode. C'est ainsi qu'il faut estimer le rapport (apports dépendant de θext)/(autres apports). De plussi DTI tient 
ompte de l'é
art entre la journée 
haude et la moyenne mensuelle, il ne tient pas 
ompte d'un é
art entreun rayonnement solaire de 
ani
ule et un rayonnement solaire moyen.Proposition de méthodePour éviter les di�
ultés pré
édentes, nous proposons de ne plus utiliser de 
orre
tif et d'e�e
tuer le 
al
ul surdeux périodes :� Une période moyenne de trois semaines 
ommençant le 4 juin. Le 
al
ul se fait ave
 une température moyenneet un rayonnement moyen. L'inertie utilisée est l'inertie séquentielle (dans la mesure où l'on re
her
he unetempérature moyenne).� Une période de 
ani
ule pour la semaine suivante. Le 
al
ul se fait ave
 la température de 
ani
ule et le rayon-nement de 
ani
ule. L'inertie utilisée reste l'inertie séquentielle pendant la période d'évolution de la températurede masse et devient l'inertie quotidienne le dernier jour pour tenir 
ompte de l'amplitude de l'évolution detempérature sur une journée.Ti
 est la température de l'heure d'o

upation la plus 
haude de la dernière journée.


